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1 INTRODUCTION 3

1 Introduction

Il s’agit de modéliser la volatilité conditionnelle

1. Rendements: difference entre deux cours mesuréstames differents.

Ty = St — St—1

2. \Volatilitée: la variance du processus

Ty~ N(:ut70-t2>

3. Comment estimer ces deux quantités. Doit-on utilisedi@nées de méme frequence?

Les modeles GARCH de Engle (1982) représentent I'apgrteciplus simple

re = g+ e
€t N(O, 1)
Uy — htEt

hy = w+au? |+ Bhiy

Dans ce modele la volatilité est mesurée par le carréatedements. On peut se poser la
question de savoir si elle ne serait pas mieux mesurée paldar absolue des rendements.
Ding et al (1993).

Une autre approche considere la Realised Volatility elisatit des données de tres
haute fréquence (5 min).

La question que I'on pose ici c’est de savoir si I'on peut mesies rendements et la
volatilité a la méme fréquence ou s’il vaut mieux maanles frequences.

Comment prévoir la volatiliteé?

2 Rappels

Il est utile de commencer par rappeler quelques notions ske $uar les séries temporelles.

2.1 Stationnarité

On supposera pratiquement tout le temps que les sériestationnaires, c’est a dire
o E(z;) =p < ooVt

e Var(x;) = 0? < ooVt



2 RAPPELS 4

o Cov(zy, x4 ) =y Vi

Ces moments sont finis et indépendants de du temps. Catit tefitationnarité au second
ordre. Une définition plus stricte de la stationnaritéuiett que la distribution entiére soit
invariante par translation. Dans le cas de la normalitedéux définitions sont confondues
car la normale est parfaitement caractérisée par sesgtenxers moments.

Le modele suivant décrit un processus qui est toujoutmatzaire

T = € + PBe—q.

En effet la moyenne est toujours nulle et la variance esttaate et égale &(1 + %)
guelle que soit la valeur des parametres. Il s’agit d’'un a@doyenne mobile ou MA(1).
Il est par contre facile d’avoir un modele non stationnaimeconsidérant par exemple

Ty = b+ 0t + €.

C’est un modele avec tendance déterministe. La moyenrggake g: + Jt. Elle n’est pas
constante dans le temps. La variance par contre est égale a

2.2 Fonction d’auto-covariance

La fonction d’auto-covariance va servir a décrire la no@a du processus. On la définit
comme

Ve = E(yu yt—kz)-

Il est utile de la normaliser par et d’en donner le graphique. Elle caractérise bien cestain
processus. Une transformation de cette fonction s’appeltensité spectrale. Permet
d’étudier les cycles dans le domaine des fréquences.

2.3 Opérateur retard

Comme les observations son indexées par le temps, il eshodmde définir un opérateur
qui permette de faire des opérations sur cet index temporel

L'y, = 9.
Une opération usuelle dans les séries temporelles ¢ersmendre la difference premiere:
Ays =y — Yo1-

On peut insérer cet opérateur dans des polyndmes. Oenalodi alors des polyndmes de
retard comme par exemple
A(L)=1-aL

qui va permettre d’écrire un modele auto-régressif:

(1 —al)y, = &.
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L'inverse de ce polyndme se calcule facilement:

€

t :iaj€t—j7
L) =

yt:A

en utilisant la somme d’une progression géométriqueteC&driture permet de voir deux
choses. Premiérement, I'inversion nécessite |glie< 1. Deuxiemement cette condition
est une condition de stationnarité pour le modele aetpassif. En effet, il faut utiliser
cette forme pour calculer les moments et ceux-ci n’exisient que sjo| < 1.

2.4 Modelesa retards échelonres

Un modéele a retards échelonnés se note:

S
yt:u+Zﬁixt_i+ut:u—i-B(L)xmLut (1)

=1
Les coefficientss; sont les coefficients de retards. lls déterminent la fagont 3, va
répondre a un changement dans Des lors que I'on suppose que lessont des bruits
blancs Gaussiens, il n'a pas de probléme statistiquecpéiei pour estimer les coeffi-
cients de ce modele car les hypothéses usuelles des resicalrés sont satisfaites et en
particulier I'indépendance entre les régresseurs etrime d’erreur. Toutefois une série
temporelle évolue lentement a cause des effets mémidiiers que les differents retards
de la variabler, auront tendance a étre corrélés entre eux. On va donewsteh a un
probleme de multi-colinéarité qui va géner la prémisdans I'estimation des coefficients
de régression. On va imposer une structure particubela forme des coefficients de
retard pour diminuer le nombre de parametres a estimeré€nut le probleme de multi-
colinéarité en introduisant une information supplétaér. Plusieurs structures sont pos-
sibles:

- Almon (1965): les coefficients sont contraints par un polye de degré inferieur
au nombre de retards, en général 2 ou 3. On aura

Bi=>_ .
j=1

- retards échelonnés rationnels: la structure des e&stdéterminée par le ratio de
deux polyndmes de retards:
+ B(L) +
= —— X u
Yo = A(L) t t
On consultera avec profit I'article de Griliches (1967). @eetde modélisation est
extremement souple dans la mesure ou le cas le plus siveteBaL) = Gy + G1L
etA(L) = 1 — oL permet déja une grande variété de configuration pourlatsire
des retards.
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- retards géométriques ou de Koyck. C’est un cas paréicdlii précédent ou I'on a
poséB(L) = 1etA(L) = 1—alL. Les coefficients de retards décroissent de maniére
exponentielle avec la longueur du retard.

Examinons en détail ce dernier cas. Dans le modele iditiatards échelonnés, on impose
une structure particuliere sur les coefficients avec

B; = da’ avec|a| < 1 (2)

Les valeurs deg; décroissent tres vite avec le temps. Aussi il n'est pes testrictif de
supposer un nombre de retards infini. Cela peut méme esetmmode pour les calculs.
Ecrivons le modele:

Yy = p+ 2002 Bimei +uy
= u+oXX alr; +uy
= pu+oX2 (al) ;i +w

Il peut alors se mettre sous la forme:

yt:M+ Ty + Uy (3)

1—al
en utilisant la définition de la somme d’une progressioongétrique. En multipliant par
(1 — aL) les deux membres cette expression, on tombe sur un modeleémressif:

ye= (10— ap) + 0z + oy 1 + up — auy_q (4)

Ce modele semble plus simple que le précédent et sembpl@tr a une estimation com-
mode, mais il comporte un terme d’erreurs auto-corrélEestimation par moindres carrés
estimpossible a cause de la présence d’une variable endagtardée, ce qui rend les vari-
ables dépendantes corrélées avec le terme d’errewautllalvoir recours a une procédure
par maximum de vraisemblance ou de variables instrumentale

3 Analyse des propretés dynamiques

Nous allons ici analyser la caractérisation de la dynamidgila partie systématique d’'un
modele a retards rationnels du type

_ B()
Yt = m

xt—l—ut

On s’intéresse au cheminement moyenydeest a dire a I'espérance geconditionnelle-
ment aux valeurs présentes et passées des exogenes.edesngnreurs sont de moyenne
nulle, on arrive a

E(y:) = A7 (L) B(L) 2, (5)

On voit que cette espérance est une fonction des coefictntretards d’'un modele a
retards échelonnés infinis. Il s’agit donc de détermawsdte suite infinie de coefficients et
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de tenter de la résumer au moyen de diverses caractaasti§our cela il faut bien str que
cette suite soit convergente, ce qui implique entre autredes racines du polyndm L)
soient toutes situées a I'extérieur du cercle unitéstca dire que le polyndmé(L) soit
inversible. Les racines de ce polyndme corresponder@oudition caractéristiqué(z) =
0, c'est a dire
AZ)=1—az —apz® — - — 2" = 0.

Une solution d’équilibre pour le modele est alors pogs@tant donné que 8j est constant,
y; Sera aussi constant et I'on aura:

7 — Bo+ B+ ... 0 . B(1)

l—a; —ay...q A(1)

Les valeurs del(1) et B(1) se trouvent en remplagant 'opératdudans le polyndme par
z et en posant = 1. L'expression trouvée correspond a la somme des coeftidu
polyndme.

iy (6)

3.1 Calcul des coefficients de retard individuels

L'effet total est donc obtenu comme le ratio entre la sommeabefficients d&3 (L) et
la somme des coefficients d§ L), c’est a dire sans calculer la suite des coefficients de

retards. Mais nous pouvons parfois avoir besoin de cellB&linissons:
B(L) 2
D(L)=—==06+0nL+0L"+---
( ) A(L) 0 1 2 (7)

On peut calculer cette suite simplement par une opératativdsion de polyndmes clas-
sigue. On peut aussi procéder par identification au moyéda ftemule:

B(L) = A(L) D(L) (8)

Cette opération s’effectue de maniere récursive entifigmt les termes des deux cotés.
On va commencer par traiter un exemple ou les deux polys&uoet de degré 1 avant de
donner la formule générale. On part de

L
O

=80+ &L+ 6L+
d’'ou I'on tire
Bo+ L = (1—aL)(0+ 6L+ 6L+ ---
= b0+ (61 — ado)L + (62 — ady) L2+ - -
L'identification des puissances dedes deux membres va donner les équations suivantes
o = o
0y —ady = [
0g—ad; = 0
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d’ou 'on tire la condition initialed, = 3, et la solution de la récurrence devient

o = B—ab
0y = a(ﬁl - aﬁo)
03 = o (51 - Oéﬁo)

On en déduit la relationi; = o/ (8, — af3).

Cette suite se généralise facilement powr.) et B(L) quelconques. Comme dans
tous les cas on auka, = 1, il en résulte que I'on aura toujours la méme conditiotiaihé
0o = Bo. Il vient ensuite la récurrence suivate:

0j = Z?irf(jﬂ aidi_i+08; sil<j<s (9)
5= T sij>s (10)

3.2 Multiplicateurs

La notion de multiplicateur est définie dans le contexteadqguilibre de long terme. On a

B
YTaAm”

On envisage maintenant une perturbation unitaire de laiwdléquilibrez, ce qui fait que
I'on passe d& az + 1. Quel est la nouvelle valeur d’équilibre g& On a:

. B(1), _ B(1)

o TN 1) = —Z, 11

Donc B(1)/A(1) est le multiplicateur total étant donné qu'il reprégelat somme de tous
les coefficients,. Le multiplicateur d'impacest le premier élément de la suite des’est
a dired,. Le multiplicateur d’'inérim a 'ordre J est défini par la somme despremiers
termes de la suite dés:

& =39, (12)

Il est commode de normaliser les multiplicateurs d’intepar rapport au multiplicateur
total de maniére a pouvoir calculer le pourcentage détefpres/ périodes, sachant qu'a
I'infini I'effet sera total.

3.3 Retard moyen

Normalisons maintenant la suite dgspar leur somme. Si tous le&s sont positifs, alors
la somme deg; normalisés sera égale a un. Comme il s’agit de nombresifpad nor-
malisés a un, on peut alors les interpréter comme desapiiites définies sur la suite
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entiere des retard$, 1, 2, .. ., co) et calculer certaines caractéristiques comme la moyenne
et la médiane. Le retard moyen est alors défini par:
Z?ioj 5j
M = —oo < (13)
ijo 53’

Il faut prendre cette formule comme une définition, mais cmmme une procédure de cal-
cul, car elle nécessite le calcul de tousdesPour calculluer le retard moyen, on lui préfere
I'approche initiée par Griliches (1967). ConsidérongrellementD(z) avecD(1) = 1 et
tous les); positifs. SiD(z) converge pour-z, < z < 2y, alorsD(z) est appelée une fonc-
tion génératrice de probabilités. Entre autres peips, on a que I'espérance de la variable
qui est distribuée selon la distribution générée pér) est égale a la dérivée premiere de
D(.) calculée au point = 1. * Appliquons ces formules a notre cas. Le retard moyen que
met un choc sut; a se transmettre se calcule a partir de

D/
Hs = D(%)) . .
Comme: ) )
on arrive a:
_ D) _ B _ AW (15)

PTDm T B AN
Dans le cas du modele d’ajustement partiel:
Y = QY1 + ,B.Tt + €& (16)

on vérifie facilement a partir dé_(IL5) que le retard moydrégal an/(1 — o). On appelle
parfoisa le coefficient d'inertie. Quand: est égal a zéro, il n'y a aucune inertie dans le
modele et I'ajustement se fait de maniere instantanéet &= 1, le retard moyen devient
infini.

4 Inférence dans les mogles dynamiques

L'inference dans le modele auto-régressif
Yt = QY1 + Uy

ne pose pas de probleme particulier. On peut appliquer tésdres carrés car la variable
prédéterminée est indépendante des erreurs. En effet

plim %Zyt—ﬂlt = plim % S (oo + ug1)uy
= plim % > oyy—_ouy + plim %Z Up—1Uy

= 0.

La variance fait intervenir la dérivee secondedé), notéeD”(.). Son expression est donnée par
D"(1) + D'(1) - [D'(1)]*.



4 INFERENCE DANS LES MOIELES DYNAMIQUES 10

Si I'on ajoute des variables exogenes, méme retardégspbleme ne change pas. Con-
sidérons par exemple le modele

Y = a1 + P12 Bati_o + Uy

Pour estimer ce modele, il suffit de construire deux matraebservations

Yy = [yt] X = [yt—luxtaxt—l]

Alors I'estimateur des moindre carrés sera formépas (X'X)~' X’y ou~y représente
'ensemble des parametres de régression a estimer.

Par contre, le modele a retards échelonnés va lui pasepblemes d’inférence. La
facon la plus simple de s’en apercevoir consiste a censide cas du modele a retards
géomeétriques

[e.e]
Yy =0 aj+uy.
j=0
On a vu que I'on pouvait réesoudre ce modele en utilisant algnme de retard en un
modele autorégressif, mais avec erreurs autocogtlée

Y = QY1 + By + vy Ut = Ut — QUg—1.

L'estimateur des OLS ne sera pas consistant car la varialglegéne retardée est cette
fois-ci corrélée avec le terme d’erreur. En effet:

pIim% Yy = plim% S Y1 (u — quy_y)
= 0— aplim% 2 Yr-1Up—1

= —aplim% S (Y2 + By + V1)U

= —ao?,
ce qui n’est plus égal a zéro, saufsi= 0, c’est a dire le cas statique. On va donc devoir
utiliser une méthode d’estimation differente. La mé&t@da plus simple, mais la moins
précise, consiste a utiliser des variables instrumestal’autre approche, plus précise,
passe par le maximum de vraisemblance.

4.1 Variables instrumentales

On peut construire un estimateur par variable instrumestah utilisant;;_; comme in-
strument poury;_;. Ce n’est pas tres efficace mais sert pour amorcer legigdgsad’'un
MLE. On rappelle que quand on définit les moindres carréssuppose que les erreurs
sont indépendantes des exogenes. C’est une conditidendification qui dans le modele

Y = ayp_1 + Bry + v
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s’exprime comme
El(ye — aye—1 — Bre)zy] = 0
El(ye — a1 — Bry)ye—1] = 0.

En résolvant ces deux équations ou I'on a remplacé&esye par la moyenne empirique,
on trouve I'estimateur des moindres carrés. On a deuxti@msgpour deux inconnues. Si
une de ces deux relations n’est plus valide, on ne peut plosleal’estimateur des moin-
dres carrés. C'est le cas ici dans le modele auto-réfirédsur résoudre cette difficulté,
on va remplacer la variable fautive par un instrument quiquesjecture sera corrélé avec
y;—1, Mais non corrélé avec le terme d’erreur.x8i; est choisi comme instrument, on va
remplacer la deuxieme condition par

E[(yt — QY1 — 63%)1}_1] =0.

On va pouvoir définir 'estimateur par variable instrunaatde la maniére suivante. Con-
struisons tout d’abord les matrices d’observations:

Z = [ﬂft—l,%], X = [yt—laIt]a Y= [yt],

comportant? — 1 lignes. Si I'on définit maintenant le paramétré = [«, 5], alors
I'estimateur par variable instrumentale est égal a

v = (Z'X)7 1 Z2'y.

Cet estimateur représente la version la plus simple dérfiaseur a variable instrumentale,
car I'on a remplacé la variable fautive par un seul instmmmeDans le cas général on
aura plus d’'une variable instrumentale. On ne pourra idsoaussi facilement les deux
équations car la matricé’ X ne sera plus carrée et inversible. On aura alors un prabtém
sur-identification et I'on fera appel a la méthode desal@ds instrumentales généralisées.
Voir par exemple le chapitre 5 de Verbeek (2000) pour plusélails.

4.2 La methode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance consiste a partia diensité d’'une obser-
vation, a en déduire la densité d’un échantillon compteensuite a trouver la valeur du
parametre qui rend maximale la probabilité d’avoir eifeament obtenu cet échantillon.
Dans le cas IID, si la densité d’une observatioryggt; ) oud est le paramétre qui indexe
cette densité, la fonction de vraisemblace se forme ernidierast le produit

T
L(yla Y2, yT) = Hp(yz; 9)
i=1
L'estimateur du maximum de vraisemblance se trouve erlvé&sbles conditions du pre-
mier ordre. Pour des raisons de commodité de calcul, dengreonsidérer le logarithem
de la vraisemblance et donc:
dlog L(y; 0)

00 =0



4 INFERENCE DANS LES MOIELES DYNAMIQUES 12

La matrice d’information se définit comme moins I'esp&@ee la dérivée seconde de la
log vraisemblance
g2 1og L(y; 0)
0000"
On ne peut facilement calculer cette espérance que dansadesimples. Dans le cas
général, on va se contenter d’'une approximation asyrcjpi@t

1(0) =

Sous certaines conditions de régularité, I'estimateuméximum de vraisemblance sera
asymptotiquement normal avec

\/T(é - 8) ~ N<07 IA_I(G))u

ce qui signifie que pour calculer la variancefden utiliseral A=1(9) /T

Quand les observations sont liees dans le temps, on nelpsyirpndre un simple pro-
duit pour trouver la densité de I'echantillon complete€&t a dire gu’il n’est plus possible
d'écrire f(y1,y2) = f(v1).f(y2), mais par contre on peut toujours utiliser la déecompasitio
fly1,y2) = f(y1|y2).f(y2). On va donc maintenant devoir écrire:

T
log L(y; 0) = > log U(ye|yt—1, ..., y1) + log ().
t=2

On aura donc une suite de densités conditionnelles, spari¢a densité marginale de la
premiere observation. Harvey (1981) montre comment ohneewplacer la premiére partie
de cette écriture par la densité des erreurs de préyisiest a dire la densité des résidus
récursifs. Traitons par exemple le modele autorégiresst ay;_1 + ¢;.. La densité de la
premiere observation est

2
fy) = fn <y1|0, ﬁ) )

et la densité des résidus récursifs
fler) = fa(edy — ayer, 0°).
La log vraisemblance sera donc

2

Y3

11—«

20?2

log L(y) o 3log(l—a?)—
T o L o 2
— 5 logo® — 2 D2 (U — ayr1)”

20

On voit tout de suite que si I'on néglige la distribution dedremiere observation, on
retombe sur la solution des moindres carrés, c’'est a dingihimisation d’'une somme de
carrés d’erreurs.
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4.3 Premiere estimation par MLE
Considérons en premier le modele a retards échelam&syck:
Yy = Z Oéjxt—j + ¢
j=0

Les erreurs; étant IID, I'estimation par MLE peut se faire en minimisame somme
de carrés des erreurs, comme si I'on était dans un modetégiession linéaire a erreurs
normales usuelles. Cependant, I'écriture directe esededfutilité car elle fait intervenir
une somme infinie de retards. On va decomposer donc la sonfimie ien deux parties

t—1 o)
Y = QZath_j + at[ﬁZoﬂxo_j] + €
j=0 j=0

Ce qui peut s’écrire encore
yr = B (o) + a'E(yo) + €
ouz; (o) = i~ o/ x,_; doit &tre construit de maniere récursive en partantide) = ;:
z (o) =z + ax;_ ().

Il faut régler le probléme des conditions initiales, ¢’asdire donner une valeur & g).
Trois solutions sont possibles.

e On peut les fixer égales a zero. On minimise alors simplémen

1

S(a, B) = T Z(yt — By (a))?

Il'y a bien sOr un Iéger biais dans I'estimation. Celuiat&nue en grand échantillon
ou pour des valeurs faibles decar les conditions initiales rentrent au moyende

e On peut estimer les conditions initiales en les traitantim@mn parametre supplémentaire.
Le probleme d’optimisation comporte alors un paramegeptlis, ce qui rend la
recherche de I'optimum plus problématique.

e Enfin, on peut décider de fixer les conditions initialesléga Ey;) en modifiant les
indices de la sommation. Le modele devient

t—2

Yt = ﬁz od_j + o E(y) + &
=0

On peut maintenant poser sans trop d’erre(; E= y;. Linconvénient, c’est que
I'on a utilisé une observation de moins dans la vraisenddan

Dans tous les cas, il faut veiller a faire I'optimisatiorusda contrainte quiy| < 1.
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4.4 Estimation du mockle genéral

Le modele précédent est relativement restrictif canppdose une structure trés particuliere
des retards. Le modele général se
B(L)
= i €¢,

Yt A(L) t t
alors que le modele de Koyck corresponB@.) = 1 et A(L) = 1 — aL. Pour estimer ce
modele général, il serait relativement difficile d’epecomme précédemment. On préfere
circonscrire la question des retards infinis en passanfaiae autorégressive au moyen
de

A(L)y, = B(L)zy + A(L)e;.

La procédure par maximum de vraisemblance consiste talodd a construire la suite
des résidus récursifs. Prenons I'exemple simple oudésmpmesB(L) et A(L) sont tous
les deux de degré 1. On aura la formule de récursion génér

€ = Y + ayi—1 — Boxy — [rTe—1 + ey

Il faudra amorcer cette récursion en posant par exempte0 et en la démarrant en= 2
pour résoudre le probleme des valeurs de départ patry. On peut alors facilement
évaluer la récursion suivante en prenant 0:

€2 = Yo+ ay — Boxe — fiw + o€
€3 = Y3+ ays — Boxrs — Pire + aey

Si on laisse tomber la question de la distribution de la peeenbbservation, la fonction de
vraisemblance approchée se réduit a

| L( 9) ——1 2_ —1 E ¢?
(0] . ] X og o €.
g Yr, y Y2, 9 g 9 2t g t

5 Larelation rendement risque

La finance théorique a mis en avant l'arbitrage entre remaérat risque, le parametre

central étant I'aversion au risque. Un investisseur aerapun risque plus grand dans son
choix de portefeuille si celui-ci lui rapporte en espérna rendement supérieur. Cette
relation classique est une relation statique que I'on a diamzettre a jour dans les études
empiriques.

5.1 Le CAPM

Merton (1973) a proposé un modele inter-temporel pourA®K (Capital Asset Pricing
Model) qui propose la relation empirique suivante qui r@stester:

Et(Rt—i-l) =u+ 7Var(Rt+1).
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R;1 mesure ent + 1 le rendement du portefeuille de marché. En finance on appell
rendement la variation du cours, c’est a ditge; — S; si S est le prix de I'actif financier.
L'espérance est calculée enLe coefficienty représente I'aversion au risque. Le cours du
portefeuille de marché est donné par un indice. Le prabldans I'equation du haut c’est
gue la variance (ou volatilité€) n’est pas observée etétoit estimée a partir des rendements
passeés.

On utilise des observations mensuelles pour mesurediaspé des rendements. Utiliser
une fréquence plus haute (données journalieres) caaitiaitrop de bruit. On a donc résolu
la question du membre gauche de I'equation. Pour estimeariance des rendements,
on se base en général sur des données journalieres diama rariable (22 observations
dans le mois). Appelong, les observations mensuelldes rendements et les obser-
vations journaleresde cette méme variable Bt un estimateur de la variance future#en
L'estimateur usuel est basé sur |

Vi= 29 ;T?—d-

Cet estimateur est basé sur le principe que les variatiamealieres fournissent une bonne
idée sur la variance du portefeuille de marché. Toutefaand on l'utilise pour estimer la
relation initiale, on trouve des valeurs pougui sont tantot positives, tantdt négatives et
rarement significatives.

5.2 Un estimateur alternatif de la volatilité

Ghysel, Santa-Clara, and Valkanov (2005) ont proposélidert un estimateur baseé sur les
modeles a retards echelonnés. L'idée est que premiént la variance peut étre persistante
et que donc un mois d’observations n’est pas suffisant et guei@nement le poids des
observations passées doit décroitre régulierentisrmaroposent donc d’utiliser

V=22 Z wart
d=0
ou lesw, sont des poids sur lesquels on va imposer une structure. @nqaer les re-
tards de Koyck imposaient une structure de décroissarmmextielle au moyen d’un seul
parametre. Ghysel, Santa-Clara, and Valkanov (2005)gset d’utiliser une structure
décroissante a deux parametres

exp(kid + Kod?)
320 exp(Kii + Kai?)

w(d, k) =

Ce schéma garantit des poids positifs a cause de I'expietieret dont la somme est égale
a 1. D’autre part, les poids seront décroissants a ghuire certain nombre de retards pour
ke < 0. Ghysel, Santa-Clara, and Valkanov (2005) choisisserrodetier la suite infinie a

252, c’est a dire a environ une année d’'observationsgligres. On se retrouve finalement
dans un modele aretards échelonnés que I'on va estamsrsa forme initiale en supposant
gue les erreurs sont indépendantes. Les auteurs font pogh@gse de normalité des erreurs,
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basée sur cette hypothéese d’'indépendance, mais suptjgoeela variance des erreurs varie
dans le temps selon le schéma suivant:

Ry ~ N(p 4 Vi(k1, k2), Vi(kr, K2))

ce qui correspond a un modele de régression a retahdda@mes polyndmiaux et erreurs
hétérosckédastiques un peu particulier

252
Ry = p+ ~22 Z w(d, K)ri—q + Uy
d=0

avec VatU;) = Vi(k1, ko). Lindice t représente des frequences mensuelles poetrU,
alors qu’il représente des fréquences journalieres polihypothese de normalité permet
d’écrire la fonction de vraisemblance comme:

1 & T 1 T
log L(Ry, ..., Ripi0) & —= 3 log Vi(k1, k) — 3 = 3" U2,
250 ' =12 2Vi(k1, ko) ‘=12 !

avec
252

Uy = Ry — pu— 722 > w(d, K)ri—a.
d=0

5.3 Estimation du mockle MIDAS

Ghysel, Santa-Clara, and Valkanov (2005) estiment ce hacete utilisant des données
ameéricaines fournies par le Center for Research in Sgdeites (CRSP) de Janvier 1928
a Décembre 2000. Toutes les estimations sont signifeattemme l'indiquent lestests

Table 1. Estimation par maximum de vraisemblance
du modéele risque/rendement

Sample L v K * 103 Ky % 10°
1928:01 - 2000:12 6.430 2.606 -5.141 -10.580
[11.71] [6.71] [4.53] [5.24]
1928:01-1963:12 11.676 1.547 -0.909 -10.807
[5.89] [3.38] [3.77] [-2.11]
1964:01 - 2000:12 3.793 3.748 -6.336 -18.586

[5.67] [8.61] [-7.86] [-7.71]
Les statistiques de Student sont données entre crochets

donnés entre crochets. L'ordonnée a l'origineapture I'effets des facteurs non présents
dans I'equation. Le coefficient de risquest relativement stable a travers les deux périodes
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considérées. Les poids décroissent lentement danmiestells représentent 33% d’effet
apres un mois, 56% apres deux mois et 75% apres trois n@isest donc loin de la
pratique courante qui consiste a ne prendre qu’un moisséisfations journalieres pour
estimer la volatilité. 1l y a un phénomene de persistaiaieest pris en compte par cette
approche MIDAS (mixed data sampling).

0.02
0.018 | 19282000 ——
0016 | 1928-1963
0.014 | \ '
0.012 [
0.01 |
0.008 |
0.006 |
0.004 |
0.002 |

0 I A :,ifff““»—— L
0 50 100 150 200 250 300

Figure 1: Poids des retards dans I'estimation de la vakatili

6 Prevision de la volatilite

On va exploiter le papier de Ghysel, Santa-Clara, and Valk&2006) sur la prédiction de
la volatilité en utilisant des donnéess avec des fregedifferentes.
Les notations du papier de 2006 sont Ilegerement diffésen

rei—1 = log(P;) — log(Pi—1) daily returns
On veut prédire une mesure de volatility a horizén
Vism

Horizon journalierd = 1, weekly H = 5, monthly H = 20. On veut prévoir la variation
quadratique des rendements du processus. Cette qudasitgas observable et doit étre
estimée avec un certain biais de discrétisation. On \igeitdes données intra journalieres
observées a frequenee On a donc:
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1. ¢ : indice temporel journaliser
2. m : pas de discrétisation

3. t — j/m : balayage des observations intra-journalieéres en nombre = 80 pour
des données échantillonnées toutes les 5 minutes dan@wmée d’ouverture des
marchés.

La variation quadratique des rendements correspond almeales carrés des rendements

futurs
Hm

Qi = Y [rrmy—G-1)/m(trH)—G-2)/m)
=1

Bien regarder la définition de ;_,. Cette mesure de la volatilite est largement acceptée
dans la literature. Idée de Merton (1980) que I'on peutrauee meilleure estimation de la
volatilité au fur et a mesure que I'on réduit le pas d&atilonnage.

Merton, R.C., 1980. On estimating the expected return omtheket: an exploratory
investigation.Journal of Financial Economic8, 323-361.

6.1 Régressions MIDAS

En utilisant des données journalieres on aura la maat@is générale suivante

kmaw

V;i{}?,t = jg + Qn Z bH(kv H)Xt—k,t—lc—l + €mt
k=0

On va mesurer la voIatiIitéQfg,t par la variation quadratique des rendements ou le log de
cette variation quadratique.

1. Vtﬂfﬁt EtXt-k,_t_k_l ne sont pas (_a_chantillonnés nécessairement avec la mémoence.
On va pouvoir mesurer la volatilité

2. Les polynomes de retard sont parcimonieux

3. le modele n’est pas nécessairement autorégressif

Une forme patrticuliere des polynomes de retard avec

f(k/km, 017 02)
Eflll (]/kmy 917 92)

en utilisant la fonction Betd(z, a, b) oc 2471(1 — 2)’~ L.

1. Les variables endogenes et exogenes peuvent éaatédldnnées a des frequences
differentes. On va donc pouvoir examiner quels sont leguences les plus perfor-
mantes pour prédire la volatilité et faire des comparas®lus particulierement, on
va pouvoir mesurer la volatilité journaliere, hebdonieglanensuelle. Alors que les
X von étre échantillonnés are une frequence jourraleer inra journaliere. Pour
estimer la volatilité mensuelle, on va utiliser par exeeqis données journalieres.
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2. Les polynomes de retatd; sont fonction def, donc sont tres parcimonieux. Les
poids somment a un. lls sont tous positifs. On peut augmenambre de retards
sans augmenter le nombre de parametres.

3. Le modele n’est pas nécessairement autorégressist @h modele de prévision,
plus qu’'un modele de volatilité conditionnelle comme GARCH. On va pourvoir
utiliser des spécifications difféerentes pour lEscomme les rendements absolus au
lieu des rendements au carré.

Modele autoregressif usuel:

kmax

anét = png + o Z b (k, 0)Qi—kt—k—1 + €me

k=0

On se rapproche des GARCH avec

fmax

Qilt =+ ou Y. bk, 0)(ri—pi—n—1)> + €m
k=0

Les regressions MIDAS principales vont étre basées ssuinsures alternatives des ren-
dements. On va avoir les valeurs absolues des rendements

fmax

Qﬁn;lt = pH + ¢H Z bH(k?> 9)|7’t—kz,t—k—1| + €l
k=0

ou bien les écarts maximums sur un jour

fmax

Qﬁn;lt = pg + ¢on Z b (k,0)[high — low)—kt—k—1 + €mr
k=0

La derniere possibilité consiste a utiliser lesmlised power de Barndorff-Nielsen and
Shephard

m

Pl =D 1m-(oty/m—(i—2)/ml-
j=1

Donc c’est la méme chose g@emais on a pris les valeurs absolues.

6.2 Modeles concurrents

On va simplement relacher la contrainte sur les paraméd&estards pour adopter

kmax

Qﬁ% = pug + éu Z b (K)Qi—kt—k—1 + €m
k=0

QuandH = 1, on a les modeles de realised volatility de Andersen etG32
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Andersen, T., Bollerslev, T., Diebold, F.X., Labys, P., 300Modeling and forecasting
realized volatility.Econometrica/1, 529-626.

These authors consider long memory models to save parameter

5
(1= b(k)L*)(1 — L)?log Qi1 =1+ 6
k=1

This will be the ABDL benchmark to test the MIDAS specificatiim its forecasting abili-
ties.

On va essayer d’avoir un modele qui ne soit pas autoré@fetsgii ait moins de parametres.
C’est 'argument de MIDAS.

6.3 Outils de comparaison

On va utiliser le mean squared error et comparer le MSE de MiBxec celui de ABDL.
1 *\ 2
MSE = n Z(y —y")
On va prendre le rapport et si ce rapport

MSEyipas/MSEappr

est plus petit que 1, alors, la performance en prévision U248 sera meilleure. Calculs
sur I'échantillon et calculs en prévision hors échaonil

1. Out of sample prediction: on prédit le log de la volagifiiture. On prend I'exponentielle

et ensuite on calcule le MSE.

2. In sample prediction: on parle alors d’ajustement du @@dSi MIDAS prédit en
logs, on calcule le MSE sur les log et on compare a ABDL. Si MEDprédit en
niveau, on prend I'exponetielle de ABDL et I'on calcule le EIS

3. ABDL prédit des volatilties journalieres. Ensuitéeslsont aggrégées. MIDAS peut
se spécifier directement a I'horizon de prédiction #Eg£dOn a donc une préduiction
directe.

6.4 Résultats avec doniBes journalieres

Les données utilisées sont le Dow Jones. Intra day reewas/ 5 minutes: 1993-2003.
On a 2669 trading days et 80 observations par jour, ce qu21&if520 observations.

1. Sila mesure de la volatilité était le but de I'articlefaiudrait filter pour les bruits de
microstructure. Ici on ne s’intéresse qu’a la précisiena prévision. Donc pas de
filtre pour I'autocorrelation due au non synchronous trggiar exemple.
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2. De méme, les données ne concernent que les heures dioev@:30 - 4:05. On
néglige donc la volatilité des WE et de la nuit, ou ce que [xeut observer avant
I'ouverture officielle des marchés.

On va calculer

daily realised volatilityQ}", | = 37" (re—(j—1)/mi—(j—2)/m)
daily squared return@;; 1)*

daily absolute returns|z; ;|

daily ranges {high — low]; ;-1

a b w0 N e

realised pOWGI’PZTtL_l = Z;nzl |Tt—(j—1)/m,t—(j—2)/m|a with m = 80

On prendra un lag max de 50 At = 1 (jour), 5 (semaine), 10, 15, 20. Horisons pour les
value at risk et option pricing.

On va d’abord comparer les résultats entre MIDAS et ABDL rpauprévision de la log
volatility et de la volatility in sample.

1. Les poids: Avec ABDL, les poids sont irréguliers pour fegremiers et ensuite
décroissent trés lentement. Ils sont toujours posififes 50.

2. Les poids : avec MIDAS, les poids décroissent de mariégeréguliere avec une
prédominance des retards faibles. Au dela de 30, ils sagigent nuls.

3. La structure des poids varie beaucoup en fonction deifborde prévision. Courte
pour les horizons courts, plus longue pour les horizonsdong

4. Les résultats de MIDAS sont meilleurs au fur et a mesueeltporison de prevision
augmente.

5. (r¢4—1)* N'est pas un bon prédicteur, surtout pour les logs. Noisgsueed of past
realised volatility.

6. Les meilleurs prédicteurs so@tf’;_, et surtout?; ;.

7. Parmi les prédicteurs directeullsigh — low];;_; est celui qui marche le mieux.

8. MIDAS est meilleur pour prévoir directement la voldtilgue la log volatility.
Passons maintenant aux prévisions hors échantillorofaample)

1. Realised power est le meilleur prédicteur

2. MIDAS continue a bien prévoir par rapport a ABDL. Lesrgasont en moyenne de
20 a 30%.

3. Log ou prédiction directe donnent des résultats sinsgagquand on utilise le Realised
power.

Les résultats sont données en utilisant toujours la mergience d’observation. Donc
pour le mdment pas de mix frequency.
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6.5 MIDAS et les high frequencies

L'usage de données haute frequence permet-il une melie@vision. On a vu que les
meilleurs prédicteurs étaient des prédicteurs contg®si’est a dire aggrégeant de maniere
arbitraire des données haute frequence. Pourquoi nespasee les poids d’aggrégation en
utilisant les possibilités de MIDAS?

On définit un opérateur de retard

1/m
LY Ttt—1/m = Tt—1/m,t—2/m

et un polynome de retarl(L/™). On va alors définir des régressions alternatives aselle
considérées jusqu’a présent en se basant sur les squstens et les absolute returns.
C’etaient les régresseurs les plus mauvais, mais cegsesarvaient de base pour calculer
Q etP.
H 1 2
Qt—i—TIr-LI,t =+ ¢B(L /m)[’rt,t—l/m] + €nt

et
Ernﬁt =p+ ¢B(Ll/m)|7’t,t—1/m| + €my

Ce sont des généralisations des regressions préesdguitavaient comme régressélet

P. Ici on va estimer les poids.

On a donc une variable endogéene qui est un index compoddel@a pour donner des
observations journalieres et des prédicteurs qui maamtesont sur une base intra day de 5
minutes. Ces dernieres ont une forte composante sa@en(aicalmie a midi par exemple)
dont il faut tenir compte. Deux manieres d’ajuster:

1. On peut enlever la moyenne horaire empirique a I'obsienvaui appartient a cette
heure. C’est équivalent a désaisonaliser les données.

2. Ajouter a la regression des variables dummy qui cormeggot aux heures. On ex-
plique la saisonnalité dans le modele en ajoutant desrgdras.

Les résultats empiriques sont les suivants

1. Il vaut mieux introduire des variables dummy. Utilisesd®nénes filtrees donnent
de moins bons résultats.

2. Onne gagne pas beaucoup ou rien du tout a considéreodeéek de haute frequence
par rapport a la solution précédent ou I'on avait ca@alg maniere arbitrair@ et P.

7 Conclusion

On a vu dans ce chapitre comment on pouvait estimer la \itdagit que pour cela des
donénes de haute frequence étaient fort utiles. Le mrembdele considéré examinait
la relation rendement risque. On ne mesure pas les rendemiela risque sur la méme
frequence.
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Le deuxlieme modele examine la prédiction de la vol&tidit montre comment agréger des
donénes de haute frequence. Il faut utiliser ce type dex@es pour pouvoir prévoir la
volatilité. Des données journalieres ne sont pas sutiésa

On aemployé des modeles économétriques assez sinyplissgnodeles a retard échelonnés.
Il s’estiment par maximum de vraisemblance ou moindregsaron linéaires. Les modeéles

a mémoire longue sont aussi utiles, mais beacoup plus laquepd’usage et ne donnent
pas de meilleurs résultats en prévision.

8 Exercice
Considérez la relation usuelle du CAPM qui relie les renelesi?;, ; au risquel;:
Riyi=p+ Vit :
e Quelle est l'intérprétation du coefficien?

e Comment peut-on estimer la volatilitg?

e Quelintérét a-t-on a utiliser des données de freqaeehabservation differentes pour
estimer cette relation?

e Comment formuleriez vous le modele a retards échelwoo&aespondant?
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